
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre 1 

Séries 

 

 

 
L’utilisation de la somme d’une série apparaît dès l’Antiquité  

avec Archimède, pour des calculs d’aires et de volumes.  

Il faut attendre la deuxième moitié du XVII
e

 siècle  

pour voir se développer l’étude des séries, en particulier avec le 

développement du calcul différentiel et intégral. Jean Le Rond 

d’Alembert s’y intéresse aussi. C’est sans doute par ses 

discussions avec Diderot que le mot série, jusqu’alors utilisé 

avant tout en mathématiques, entre dans le langage courant. En 

1821, Augustin-Louis Cauchy établit le premier une théorie 

rigoureuse. Il énonce même, cinq ans avant la naissance du 

mathématicien allemand, la règle de convergence  

des séries de Riemann.   
Augustin-Louis Cauchy 

1789-1857�



 

�� Objectifs 

� Les incontournables 

� Savoir étudier la nature d'une série à l'aide de la définition. 

� Connaître les sommes des séries usuelles. 

� Savoir appliquer les critères de convergence dans le cas des séries à termes positifs. 

� Et plus si affinités 

� Savoir réaliser un "test de Riemann". 

� Savoir utiliser la série ∑(u
n+1 

− u
n
) pour étudier la suite (u

n
). 
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�� Résumé de cours 

� Définitions 

Définitions 1.1. ⎯ Soit ( )
n

u  une suite réelle. On pose : 

0

,  

n

n k

k

n S u

=

∀ ∈ =∑� . 

Étudier la nature de la série de terme général 
n

u , c’est étudier si la suite ( )
n

S  est convergente 

ou pas. 

La suite ( )
n n

S
∈�  est appelée suite des sommes partielles de la série. 

 

Notation 1.1 ⎯ La série de terme général 
n

u  est souvent notée ∑
n

u . Attention, ceci n'est 

qu'une notation sans aucun sens "sommatoire" car la somme n'a ni indice, ni bornes ! 

S'il y a le moindre risque de confusion avec une "vraie" somme (comme par exemple S
n
), il vaut 

mieux écrire en entier « la série de terme général 
n

u  ». 

 

Remarque 1.1. ⎯ Il est possible que la suite (
n

u ) ne soit définie qu'à partir du rang 1, ou même 

du rang n
0
, il suffit alors de changer la borne inférieure des sommes que l'on rencontre. 

� Nature d'une série 

� Séries convergentes, séries divergentes 

Définition 1.2. ⎯ Soit une suite ( )
n n

u
∈� . On dit que la série ∑

n

u  converge, lorsque la suite 

( )
n n

S
∈�  des sommes partielles associée converge. Sinon, on dit que la série diverge. 

Dans le cas où la série ∑
n

u  converge, la limite de la suite ( )
n n

S
∈� est appelée somme de la série 

de terme général 
n

u  et on la note 

0

k

k

u

+∞

=

∑ . On a donc : 

0 0

lim

n

k k

n

k k

u u

+∞

→+∞

= =

=∑ ∑ . 

 

Remarque 1.2. ⎯ Les séries dont il est facile de trouver la somme sont celles dont le terme 

général s'écrit sous la forme u
n
 = v

n+1
 – v

n
. En effet, on peut écrire : 

1

*

1

0

,  

n

n k

k

n S u

−

−

=

∀ ∈ =∑�  = 

1

1

0

( )

n

k k

k

v v

−

+

=

−∑  = v
n
 – v

0
. Il ne reste plus alors qu'à connaître le compor-

tement de la suite (v
n
) pour conclure sur la série ∑

n

u  (et réciproquement). 

� Méthode 1.1. Comment utiliser la suite des sommes partielles ? 

� Méthode 1.7. Comment calculer la somme d'une série grâce aux sommes partielles ? 



�� 4 CHAPITRE 1 

Propriété 1.1. ⎯ Si les séries ∑
n

v  et ∑
n

w  convergent, alors quels que soient les réels a et b, la 

série ∑ ( )
n n

av bw+  converge. Dans ce cas, 

0 0 0

( )
n n n n

n n n

av bw a v b w

+∞ +∞ +∞

= = =

+ = +∑ ∑ ∑ . 

� Méthode 1.8. Comment calculer la somme d'une série par combinaison linéaire ? 

 

Mise en garde 1.1. ⎯ Il peut se faire que la série ∑ ( )
n n

av bw+  converge, alors que les séries 

∑
n

v  et ∑
n

w  divergent. On ne "scinde" donc pas la somme d'une série convergente en deux 

sommes de séries sans avoir vérifié au préalable que ces deux séries convergent. 

 

Théorème 1.1. ⎯ Condition nécessaire de convergence. 

Si la série ∑
n

u  converge, alors lim 0
n

n

u

→+∞

= , mais la réciproque est fausse. 

En contraposant : si u
n
 ne tend pas vers 0, alors la série ∑

n

u  diverge. 

 

Remarque 1.3. ⎯ Ce résultat est facile à établir en remarquant que : ∀n ∈ *� , u
n
 = S

n
 – S

n–1
. 

Puisque la série converge, en notant S sa somme, on a
 1
lim lim

n n

n n

S S S
−

→+∞ →+∞

= = , d'où
 
lim 0

n

n

u

→+∞

= . 

 

Définition 1.3. ⎯ Si la série de terme général 
n

u  est convergente, on appelle reste d'ordre n de 

la série, le réel noté R
n
, défini par : ∀n

 

∈
 

N, R
n
 = 

1

k

k n

u

+∞

= +

∑ . 

 

Théorème 1.2. ⎯ Le reste d'une série convergente tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, soit : 

Si ∑
n

u  converge, alors 

1

lim 0
k

n

k n

u

+∞

→+∞

= +

=∑ . 

 

Remarque 1.4. ⎯ Il suffit d'écrire 
n n

R S S= − , puis utiliser le fait que lim
n

n

S S

→+∞

= . 

� Séries absolument convergentes 

Définition 1.4. ⎯ La série ∑
n

u  est absolument convergente lorsque la série ∑
n

u  converge.  

 

Théorème 1.3. ⎯ Toute série absolument convergente est convergente. 

� Méthode 1.6. Comment utiliser la convergence absolue ? 

Remarque 1.5. ⎯ La réciproque est fausse : la série ∑
( 1)

n

n

−

 est convergente (se reporter aux 

exercices 18.11 et 21.16 du tome 1) mais elle ne converge pas absolument : elle est dite semi-

convergente. 

 

Théorème 1.4. ⎯ Si une série est absolument convergente, alors on ne change ni sa nature, ni 

sa somme, en changeant l'ordre de sommation de ses termes. 



SÉRIES 5 ��  

� Séries à termes positifs 

� Somme partielle d'une série à termes positifs 

Propriété 1.2. ⎯ La suite (S
n
) des sommes partielles associée à une série à termes positifs est 

croissante (car S
n+1

 – S
n
 = u

n+1 
≥ 0). 

• Si la suite des sommes partielles est majorée alors la série ∑
n

u  converge. 

• Sinon, la série diverge et lim
n

n

S

→+∞

= +∞ . 

� Critères de convergence 

Mise en garde 1.2. ⎯ Les quatre critères qui suivent ne donnent pas la somme de la série. 

 

Théorème 1.5. ⎯ Critère d'équivalence. 

Soit deux séries ∑
n

u  et ∑
n

v  à termes positifs, au moins à partir d'un certain rang.  

Si ~

n n

u v

+∞

, alors les séries ∑
n

u  et ∑
n

v  sont de même nature (si l'une converge, alors l'autre 

converge et si l'une diverge, alors l'autre diverge). 

� Méthode 1.2. Comment utiliser le critère d'équivalence ? 

 

Remarque 1.6. ⎯ Le critère d'équivalence est aussi valable si les deux séries sont à termes 

négatifs à partir d'un certain rang. 

 

Théorème 1.6. ⎯ Critère de comparaison. 

Soit deux suites ( )
n n

u
∈�  et ( )

n n

v
∈�  telles que 0

n n

u v≤ ≤  (au moins à partir d'un certain rang). 

• si la série ∑
n

v  converge, alors la série ∑
n

u  converge. 

• si la série ∑
n

u  diverge, alors la série ∑
n

v  diverge. 

� Méthode 1.3. Comment utiliser le critère de comparaison ? 

 

Théorème 1.7. ⎯ Critère de négligeabilité. 

Soit deux séries ∑
n

u  et ∑
n

v  à termes positifs, au moins à partir d'un certain rang.  

Si ( )
n n

u o v

+∞

=  et si la série ∑
n

v  converge, alors la série ∑
n

u  converge. 

� Méthode 1.4. Comment utiliser le critère de négligeabilité ? 

 

Théorème 1.8. ⎯ Critère de d’Alembert. Soit une série ∑
n

u  à termes strictement positifs, au 

moins à partir d'un certain rang, telle que : 
1

lim
n

n

n

u

u

+

→+∞

= � . 

Si 1<� , alors la série ∑
n

u  converge. 

Si 1>� , alors la série ∑
n

u  diverge. 

Si 1=� , on ne peut rien conclure. 

� Méthode 1.5. Comment utiliser le critère de d’Alembert ? 
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� Séries alternées 

Définition 1.5. ⎯ On appelle série alternée toute série dont le terme général 
n

u  s’écrit 

( )1
n

n n

u a= − , où la suite ( )
n

a  est positive, au moins à partir d’un certain rang. 

 

Théorème 1.9. ⎯ Si la suite ( )
n

a  est positive, décroissante et de limite nulle, alors la série 

( )1
n

n

a−∑  est convergente. 

 

Remarque 1.7. ⎯ Ce théorème, ainsi que quelques unes de ses conséquences, font l’objet de 

l’exercice 1.12. Il est préférable d’en connaître la démonstration plutôt que l’énoncé. 

� Séries usuelles 

� Séries géométriques 

Théorème 1.10. ⎯ Les séries ∑
k

q , ∑
1k

kq
−

et ∑
2

( 1)
k

k k q
−

−  convergent si et seulement si 

1q < . On a alors les égalités suivantes : 

0

1

2

1

2

3

2

1

  

1

1

    (série dite  "  '  1")

(1 )

2

   ( 1)   (série dite  "  '  2")

(1 )

k

k

k

k

k

k

q

q

kq géométrique dérivée d ordre

q

k k q géométrique dérivée d ordre

q

+∞

=

+∞

−

=

+∞

−

=

⎧

• =⎪
−

⎪

⎪
⎪
• =⎨

−
⎪

⎪

⎪• − =

−⎪⎩

∑

∑

∑

 

� Séries de Riemann 

Définition 1.6. ⎯ On appelle série de Riemann toute série ∑
α

1

n

, où α  est un réel constant. 

 

Théorème 1.11. ⎯ La série ∑
α

1

n

 converge si, et seulement si, α 1> . 

Exemple 1.1. ⎯ Cas α 1=  : la série ∑
1

n

 est appelée série harmonique. Elle est divergente. 

� Séries exponentielles 

Théorème 1.12. ⎯ Quel que soit le réel x, la série ∑

!

n

x

n

 converge, et on a : 

0
!

n

x

n

x

e

n

+∞

=

=∑ . 
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�� Méthodes 

� Nature d'une série 

� Méthode 1.1. Comment utiliser la suite des sommes partielles ? 

Si on sait calculer la somme partielle d'une série, alors il est facile de donner la 

nature de la série, et en prime, la valeur de sa somme lorsqu'elle converge. 

Si on peut mettre le terme général d'une série sous la forme v
n+1

 − v
n
, alors on sait 

calculer la somme partielle, puis conclure sur la nature de la série. 

� Exercices 1.5, 1.7, 1.13 

 

Exemple 1. Étudier la nature de la série de terme général ln(1 1 / )n+  (avec 1n ≥ ). 

( )

1 1 1

1 1

1,  S ln 1 ln ln( 1) ln( )

n n n

n

k k k

k

n k k

k k
= = =

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
∀ ≥ = + = = + −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  = ln( 1n + ). 

On en déduit que la suite (S
n
) est de même nature que la suite 

1
(ln( 1))

n

n
≥

+ , c'est-à-dire diver-

gente. Par définition, la série de terme général ln(1 1 / )n+  est donc divergente. 

 

Exemple 2. Voir l'exemple de la méthode 1.7 pour un cas de série convergente. 

� Méthode 1.2. Comment utiliser le critère d'équivalence ? 

Si la série ∑u
n
 est à termes positifs et si u

n
 est équivalent à v

n
 quand n tend vers 

l'infini, alors les séries ∑u
n
 et ∑v

n
 sont de même nature.  

En revanche, en cas de convergence, on ne peut rien dire quant à leurs sommes. 

� Exercices 1.1, 1.3, 1.8 

 

Exemple. Étudier, selon les valeurs du réel a strictement positif, la nature de la série de terme 

général 

2

2

1
a

n

n

+

+

 (avec n ∈ N). 

Comme a est strictement positif, on a : 

2

2

1
a

n

n

+

+

~

+∞

2

a

n

n

~

+∞

2

1

a

n

−

. 

• Si 0 < a ≤ 3, la série de terme général 
2

1

a

n

−

 diverge (série de Riemann de paramètre a
 
–

 
2 ≤ 1). 

Les séries étant à termes positifs, le critère d'équivalence s'applique : la série de terme général 

2

2

1
a

n

n

+

+

 diverge également. 
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• Si a > 3, la série de terme général 
2

1

a

n

−

 converge (série de Riemann de paramètre a
 
–

 
2 > 1). 

Les séries étant à termes positifs, le critère d'équivalence s'applique : la série de terme général 

2

2

1
a

n

n

+

+

 converge également. 

� Méthode 1.3. Comment utiliser le critère de comparaison ?  

On considère la série ∑u
n 
. 

• Si u
n
 est majoré par le terme général v

n
 d'une série convergente (au moins à partir 

d'un certain rang), et si les séries sont à termes positifs, alors la série ∑ u
n
 est 

convergente. 

• Si u
n
 est minoré par le terme général w

n
 d'une série divergente (au moins à partir 

d'un certain rang), et si les séries sont à termes positifs, alors la série ∑ u
n
 est 

divergente. 

� Exercices 1.1, 1.6, 1.8, 1.10, 1.13 

 

Exemple. Étudier la nature de la série de terme général 
ln n

n

 (avec n ∈
*� ). 

Pour tout entier n supérieur ou égal à 3, on a ln(n) ≥ 1 et on en déduit que : ∀n ≥ 3, 
ln n

n

 ≥ 
1

n

. 

Comme la série de terme général 
1

n

 diverge et comme les séries en jeu sont à termes positifs, on 

conclut, grâce au critère de comparaison, que la série ∑
ln n

n

 diverge. 

� Méthode 1.4. Comment utiliser le critère de négligeabilité ? 

Dans le cas où il existe un réel α strictement supérieur à 1 tel que :
α

lim 0
n

n

n u

→+∞

= , 

alors u
n

n→+∞

= o(
α

1

n

). Or la série ∑
α

1

n

 est une série de Riemann convergente (car 

α 1> ), donc, si u
n
 est positif (au moins à partir d'un certain rang), le critère de 

convergence par négligeabilité s'applique : la série ∑u
n
 converge. 

Remarque : cette méthode est particulièrement efficace dans le cas où le terme 

général tend "très vite" vers 0. Il faut comprendre "suffisamment vite pour que, 

avec α > 1, 
α

n u
n
 tende vers 0".  

On dit que l'on a effectué un test de Riemann. 

� Exercice 1.1 

 


